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        Анотація. Дано постановку і розв'язано задачу про поширення об'ємних акустоелектричних 

пружних хвиль зсуву у регулярно - шаруватому середовищі пєзоелектрик-щілина. Отримано дисперсійні 
співвідношення, які дозволяють дослідити можливість поширення  хвильових полів з довільним 
геометрією  періоду структури. Проведено порівняння спектрів дисперсійних кривих для  об'ємних 
акустоелектричних  хвиль у регулярно – шаруватому просторі.. Отримані дисперсійні співвідношення 
аналізувалися також чисельно, а результати наведено у вигляді графіків. Наведено графіки меж 
границь зон пропускання  для різних видів геометрії породжуючого пакету шарів. 

Ключові слова: акустоелектричні об'ємні хвилі здвигу, дисперсійні співвідношення, регулярно 
шарувате  середовище,п’єзоелектри-щілина. 
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          Abstract. A large number of scientific works are devoted to the problems of propagation of waves of 
different physical nature in periodic and heterogeneous media. The main problem considered in the article was 
the study of the shear wave in the layered-periodic structure "piezoelectric - gap". The statement is given and the 
problem of the propagation of volumetric acoustoelectric elastic shear waves in a regularly layered piezoelectric-
slit medium is solved. Dispersion relations were obtained, which allow to investigate the possibility of propagation 
of wave fields with an arbitrary geometry of the period of the structure. A comparison of the spectra of the 
dispersion curves for volumetric acoustoelectric waves in a regularly layered space was carried out. The obtained 
dispersion relations were also analyzed numerically, and the results are presented in the form of graphs. Graphs 
of the limits of the boundaries of the transmission zones for various types of geometry of the generating layer 
package are given. As a result of numerical experiments, the possibility of the existence of transmission zones 
for bulk acoustic-electric waves in regularly layered media of the "piezoelectric - slot" type was established. 

Key words: acoustoelectric bulk shear waves, dispersion relations, regularly layered medium, piezoelectric- slot. 

 
Вступ 
Досить широке застосування в різних галузях науки і техніки знайшли і шарувато-періодичні 

структури з електропружних матеріалів, що зумовлює потребу в детальному моделюванні та 
вивченні закономірностей поширення акустоелектричних хвиль у шаруватих середовищах з 
п'єзоефектом. У рамках концепцій механіки суцільного середовища для побудови та аналізу 
дисперсійних рівнянь, що описують поширення об'ємних, поверхневих та хвилеводних мод різної 
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поляризації в шарувато-періодичних середовищах різних типів, було запропоновано низку 
підходів [1–3]. У цій роботі на основі підходу [1] вивчаються об'ємні акустоелектричні хвилі зсуву, 
що поширюються в регулярно-шаруватій структурі « п'єзоелектрик -вакуумний зазор». Дисперсія 
таких хвиль визначається зв'язком п'єзоелектричних шарів електричними полями через проміжок 
[4]. який віднесемо до декартової системи координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 

 
 
Постановка задачі. 
Розглянемо регулярно-шаруватий простір,  який утворений періодичним повторенням 

вздовж осі 𝑂𝑥 шару п'єзоелектрика товщини ℎ௣, фізико-механічні властивості якого описуються 
матеріальними співвідношеннями кристалографічного класу 6mm і вакуумного зазору (щілини) 
товщини ℎ௩. Направимо вісь 𝑂𝑧 декартової системи координат вздовж осі симетрії шостого 
порядку. Розповсюдження вздовж осі 𝑂𝑦 зсувної хвилі в п'єзоелектричних шарах описується 
лінеаризованою системою  рівнянь електропружності  [3] 

                                                    𝜌௣𝜕௧
ଶ𝑢௣ = 𝑐ସସ,௣

∗ 𝛥𝑢௣, 𝛥𝜓௣ = 0,                                       (1) 
а в щілині рівнянням [5] 

                                                                          𝛥𝜙଴ = 0,                                           (2) 
де введені позначення 𝑐ସସ,௣, 𝜌௣, 𝜀ଵଵ,௣, 𝑒ଵହ,௣– фізико-механічні параметри п'єзоелектричного 

шару, 𝑐ସସ,௣
∗ = 𝑐ସସ,௣ + 𝑒ଵହ,௣

ଶ 𝜀ଵଵ,௣ൗ , 𝜓௣ = 𝜙௣ − ൬
௘భఱ,೛

ఌభభ,೛
൰ 𝑢௣, а 𝜙௣й 𝜙଴– електростатичні потенціали 

відповідно у п'єзоелектриці та вакуумі. 
 
Розв'язання задачі. 
Розв'язання системи рівнянь (1)–(2) у кожному з шарів шукатимемо у вигляді 

𝑢௣ = 𝐵ଶ௡ିଵ
(ଵ)

𝑠𝑖𝑛 𝛺௣ ൫𝑥 − 𝑥௡,௣
∗ ൯ + 𝐵ଶ௡ିଵ

(ଶ)
𝑐𝑜𝑠 𝛺௣ ൫𝑥 − 𝑥௡,௣

∗ ൯,    𝜓௣ = 𝐷ଶ௡ିଵ
(ଵ)

𝑠ℎ 𝑘 ൫𝑥 − 𝑥௡,௣
∗ ൯ +

𝐷ଶ௡ିଵ
(ଶ)

𝑐ℎ 𝑘 ൫𝑥 − 𝑥௡,௣
∗ ൯,      *

,
*

,1 pnvn xxx  ; 

𝜙଴ = 𝐷ଶ௡
(ଵ)

𝑠ℎ 𝑘 ൫𝑥 − 𝑥௡,௩
∗ ൯ + 𝐷ଶ௡

(ଶ)
𝑐ℎ 𝑘 ൫𝑥 − 𝑥௡,௩

∗ ൯, *
,

*
, vnpn xxx  ;  ,2,1,0 n )       (3)  

 де𝑥௡,௣
∗ = 𝑛ℎ + ℎ௣, hnhx vn *

, , ℎ = ℎ௩ + ℎ௣, , 𝛺௣ = ൫𝑘௣
ଶ − 𝑘ଶ൯

ଵ
ଶൗ
, 222 ~

pp ck  , pp p
cc *2

,44
~  , k– 

хвильове число, – кругова частота. У формулах (3) множник  tikyi exp опущений. 

На межах розділу властивостей аналізованого середовища *
, pnxx  і 

*
,vnxx  повинні 

виконуватися умови [5] 

                          𝑐ସସ,௣
∗ 𝜕௫𝑢௣ + 𝑒ଵହ,௣𝜕௫𝜓௣ = 0, 0 xpx  , 0

,11

,15 


  p
p

p
p u

e .                    (4) 

Ці умови виражають відсутність зсувних напруг, безперервність електричних потенціалів та 
нормальних компонентів електричної індукції. 

Підставляючи рішення (3) у граничні умови (4), вихідне завдання зведемо до нескінченної 

системи алгебраїчних рівнянь щодо невідомих 𝐵ሬ⃗ ௝та  𝐷ሬሬሬሬ⃗
௜ 

𝑁൫𝜀ଵଵ,௣; 𝑘௣
∗ ൯𝐷ሬሬ⃗ ଶ௡ିଵ + 𝑁௨൫𝑒ଵହ,௣; 𝜃௣൯𝐵ሬ⃗ ଶ௡ିଵ = 𝑁(𝜀଴; 0)𝐷ሬሬ⃗ ଶ௡, 

𝑁(𝜀଴; 𝑘௩
∗)𝐷ሬሬ⃗ ଶ௡ = 𝑁௨൫𝑒ଵହ,௣; 0൯𝐵ሬ⃗ ଶ௡ାଵ + 𝑁൫𝜀ଵଵ,௣; 0൯𝐷ሬሬ⃗ ଶ௡ାଵ, 

                                  𝑀ሬሬ⃗ ൫𝑎௣; 𝜃௣൯𝐵ሬ⃗ ଶ௡ିଵ + 𝑀ሬሬ⃗ ௨൫𝑒ଵହ,௣; 𝑘௣
∗ ൯𝐷ሬሬ⃗ ଶ௡ିଵ = 0, 

                                 𝑀ሬሬ⃗ ൫𝑎௣; 0൯𝐵ሬ⃗ ଶ௡ାଵ + 𝑀ሬሬ⃗ ௨൫𝑒ଵହ,௣; 0൯𝐷ሬሬ⃗ ଶ௡ାଵ = 0,                                (5) 
,2,1,0 n . 

У системі (5) введено матриці  

𝑁൫𝜀ଵଵ,௣, 𝑘௣
∗ ൯ = ൤

𝜀ଵଵ,௣𝑘 𝑐ℎ 𝑘௣
∗ −𝜀ଵଵ,௣𝑘 𝑠ℎ 𝑘௣

∗

− 𝑠ℎ 𝑘௣
∗ 𝑐ℎ 𝑘௣

∗ ൨, 






















**

*
0

*
0*

0
chsh

shch
,

vv

vv
v

kk

kkkk
kN

 , 



Інфокомунікаційні та комп’ютерні технології, № 1 (05), 2023  

203 
 

  










pppp

pp keke
eN




cossin

00
,

,15,15
,15 , 

вектор-рядки    pppppp aaaM  sin;cos; 

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
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
 *

,15
*

,15
*

,15 sh;ch; ppppppu kkekkekeM


, вектор-стовпці 






 )2()1(

, iii BBcolB


, 




 )2()1(

, iii DDcolD


та позначення pp khk * , ppp h , ppp ca  *
,44 , vv khk *

. 

Виконавши ряд перетворень, систему рівнянь (5) можна звести до системи щодо невідомих
iD


 

  nnppp DNDkN 2012
*

,11 0;;;


 






 , 

  12,112
*

0 0;0;; 






npnv DNDkN


 , ,2,1,0 n ,          ( 6) 

де елементи матриці 






ppp kN  ;;
*

,11 мають вигляд 

*
,11

11
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,11
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sh pp kkN  , p
p

p
p

p

p
p R

e
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e
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,11

,1511
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p
p

p
p R

e
kN 


cosch

22

,11
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p

p
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ke
R

,1511  , 
pp

pppp

a

Rakke
R





sin

cosch
11*

,1521 
 , 

pp

pp

a

kke
R

sin

sh
*

,1522  . 

Використовуючи запропонований у [1] підхід, загальне рішення системи рівнянь (6) 
представимо у вигляді 

𝐷ሬሬ⃗ ଶ௡ିଵ = ∑ 𝜒௝
௡𝑁ሜ ିଵ൫𝜀ଵଵ,௣; 0; 0൯𝑁(𝜀଴; 𝑘௩

∗)𝑁ିଵ(𝜀଴; 0)ଶ
௝ୀଵ 𝑌ሬ⃗௝, 

𝐷ሬሬ⃗ ଶ௡ = ∑ 𝜒௝
௡𝑁ିଵ(𝜀଴; 0)𝑌ሬ⃗௝

ଶ
௝ୀଵ ,   ,2,1,0 n ,                          ( 7) 

де 𝜒௝
௡і 𝑌ሬ⃗௝ ( 𝑗 = 1,2) – характеристичні числа та відповідні їм власні вектори передавальної 

матриці 
                                     𝑁 = 𝑁ሜ ൫𝜀ଵଵ,௣; 𝑘௣

∗ ; 𝜃௣൯𝑁ሜ ିଵ൫𝜀ଵଵ,௣; 0; 0൯𝑁(𝜀଴; 𝑘௩
∗)𝑁ିଵ(𝜀଴; 0).                        (8) 

На основі системи рівнянь (5) отримаємо рішення для 𝐵 ሬሬሬ⃗
ଶ௡ିଵ   у вигляді 

𝐵ሬ⃗ ଶ௡ିଵ = ∑ ൫𝑅ሬ⃗ ଵ + 𝑅ሬ⃗ ଶ൯𝜒௡𝑁ሜ ିଵ൫𝜀ଵଵ,௣; 0; 0൯𝑁(𝜀଴; 𝑘௩
∗)𝑁ିଵ(𝜀଴; 0)𝑌ሬ⃗௝

ଶ
௝ୀଵ , 

де введені вектор- стовпці   𝑅ሬ⃗ ଵ = 𝑐𝑜𝑙(𝑅ଵଵ; 𝑅ଶଶ)  .𝑅ሬ⃗ ଶ = 𝑐𝑜𝑙(𝑅ଶଵ; 0) 
Безпосередні обчислення показали, що детермінант матриці 1det N . Тоді згідно [1], умова 

існування об'ємних електропружних хвиль зсуву має вигляд 
                                                    ห𝑏௣௩ห ≤ 1, 𝑏௣௩ = 𝑠𝑝𝑢𝑟 𝑁 2⁄ ,                                                 (9),  

а рівняння 
                                                        𝑏௣௩ = ±1                                                                       (10) 

задають межі цих зон. 
У граничному випадку, коли товщина щілини ℎ௩ = 0, дисперсійне рівняння (10) для меж зон 

пропускання набуде вигляду 

                                         𝑎௣ 𝑠𝑖𝑛 𝜃௣ ൫𝑐ℎ 𝑘௣
∗ ∓ 1൯ +

௞(௘భఱ,೛)మ

ఌభభ,೛
൫𝑐𝑜𝑠 𝜃௣ ∓ 1൯ = 0.                     (11) 

Знак «мінус» в (11) відповідає межам, де . Неважко побачити, що 

визначатиме коріння останнього рівняння. 
 
Аналіз чисельних результатів та висновки. 
Нижче наведено результати чисельного аналізу отриманих дисперсійних рівнянь для меж 

зон пропускання у разі коли шар п'єзоелектрика має параметри CdS . На рис.1 по осі абсцис 
відкладено безрозмірне хвильове число 𝑘ሜ = 𝑘ℎ௣, а по осі ординат – безрозмірна частота 𝜔̄ =

𝜔ℎ௣ 𝑐௣⁄  ( 𝑐௣
ଶ = 𝑐ସସ,௣ 𝜌௣⁄ ) . В силу того, що межі зон пропускання лежать досить близько одна до 

одної, на малюнку представлений лише фрагмент другої зони пропускання, який відображає 
основну закономірність зміни положення меж зон за різних товщин вакуумного зазору. 

1pvb 1cos p
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При чисельному аналізі товщина шару CdS залишалася постійною ℎሜ ௣ = ℎ௣ ℎ௣ = 1⁄ , а товщина 
щілини ℎሜ ௩ = ℎ௩ ℎ௣⁄ була такою: ℎሜ ௩ = 0 (крива 1), ℎሜ ௩ = 0,05 (крива 2), ℎሜ ௩ = 0,5 (крива 3). Зазначені 
криві відповідають тим межам зон, де . У межах масштабу малюнку межі зон, які 

визначаються рівнянням  та відповідають різним значенням , практично збігаються і 

тому позначені однією кривою  4. 

Як очевидно з малюнку, кордон  зі збільшенням  наближається до кордону . 

   На рис.2 в координатах ൫𝑘ሜ , ℎሜ ௩൯ для другої зони пропускання і 𝜔̄ = 3,1 нанесена суцільною 

кривою  , і штрихова крива, відповідно . Наведені результати дозволяють 

простежити зміну ширини зони пропускання зі зростанням товщини вакуумного зазору. 
  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Висновки 

Таким чином, в результаті чисельних експериментів встановлено можливість існування зон 
пропускання для об'ємних акустоелектричних хвиль у регулярно-шарових середовищах типу 
«п'єзоелектрик – щілина». Ці зони дуже вузькі в порівнянні з зонами запирання і локалізовані в 

околиці кривих . Зі збільшенням товщини вакуумного зазору  ширина зони 

пропускання стає дедалі меншою  й межі зон вироджується в лінію. Встановлено, що зі 
зростанням 𝑘ሜ   та 𝜔̄ ширина зон незначно збільшується. Отримані дисперсійні співвідношення 
проаналізовано чисельно, а результати представлено у вигляді графіків.  
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Рис.  1. Межі зон пропускання Рис. 2.. Зона пропускання. 

 

 


