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Анотація. Стаття присвячена огляду результатів останніх років у галузі стохастичної ком-
бінаторної оптимізації. Формулювання задач в умовах невизначеності, у тому числі ймовірнісної, 
вимагає уточнення поняття екстремуму. У роботах вітчизняних науковців запропоновано різні 
підходи до постановок задач комбінаторної оптимізації зі стохастичною невизначеністю. Один із 
підходів пропонується для досить широкого класу оптимізаційних задач і розуміє невизначеність 
як неоднозначність коефіцієнтів функціонала оптимізації. Пропонуються компромісні критерії, 
обґрунтовано алгоритми побудови компромісних розв’язків як для загальної постановки опти-
мізаційної задачі, так і для окремих класів задач (транспортна задача, задача дробово-лінійного 
програмування, задача календарного планування). Інший підхід до формалізації задач з імовірніс-
ною невизначеністю ґрунтується на введенні відношення порядку на множині випадкових величин 
і допускає, що випадковими величинами можуть бути як коефіцієнти цільової функції, так і ком-
поненти розв’язку. Досліджується розв’язування задач у такій постановці на загальній множині 
розміщень. Для задач з лінійною цільовою функцією без додаткових обмежень встановлено ряд 
властивостей екстремалі, які дозволяють зменшувати вимірність задачі, що розв’язується. Для 
задач з лінійною цільовою функцією і додатковими обмеженнями запропоновано алгоритм у рам-
ках методології гілок і меж. Дослідження також проводяться і в напрямі врахування стохастичної 
невизначеності під час формулювання окремих класів оптимізаційних задач, зокрема задачі коміво-
яжера або плану формування поїздів. Автори робіт розглядають задачі, у яких окремі параметри 
є нормально розподіленими випадковими величинами, та пропонують обчислювальні схеми для 
розв’язування сформульованих задач.

Ключові слова: комбінаторна оптимізація, стохастична оптимізація, задачі оптимізації на 
розміщеннях, задача комівояжера, компромісний критерій.
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Abstract. The article is dedicated to reviewing recent results in the field of stochastic combinatorial 
optimization. The formulation of problems under uncertainty, including probabilistic uncertainty, requires a 
refinement of the concept of extremum. Domestic researchers have proposed various approaches to the 
formulation of combinatorial optimization problems under stochastic uncertainty. One of the approaches is 
proposed for a quite general class of optimization problems and interprets uncertainty as ambiguity in the 
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coefficients of the optimization functional. Compromise criteria are proposed, and algorithms for constructing 
compromise solutions are substantiated, for the general formulation of the optimization problem as well 
as for specific classes of problems (such as the transportation problem, fractional-linear programming 
problem, and scheduling problem).

Another approach to the formalization of problems with probabilistic uncertainty is based on the 
introduction of an order relation on the set of random variables and assumes that the random variables 
can represent the coefficients of the objective function as well as the components of the solution. They 
investigate solving of problems on the general set of arrangements in such formulation. For problems with 
a linear objective function without additional constraints, a number of properties of extremal have been 
established. These properties allow to reduce the problem’s dimension. For problems with a linear objective 
function and additional constraints, they propose the algorithm within the framework of the branch-and-
bound methodology.

Research is also being conducted in the direction of accounting for stochastic uncertainty in the 
formulation of specific classes of optimization problems, such as the traveling salesman problem or train 
formation scheduling. The authors consider problems where certain parameters are normally distributed 
random variables and propose computational schemes for solving the formulated problems.

Key words: combinatorial optimization, stochastic optimization, optimization problems on arrangements, 
travelling salesman problem, compromise criteria.

Вступ 
Оптимізаційні задачі різної природи привертають увагу багатьох дослідників в усьому світі. Важли-

вим класом таких задач є задачі оптимізації з обмеженнями комбінаторного характеру, які мають чис-
ленні застосування у різних галузях людської діяльності. Сучасні потреби моделювання вимагають 
також врахування у постановках задач невизначеностей вхідних даних. Досить широка бібліографія 
присвячена задачам з інтервальною, нечіткою невизначеністю, багатокритеріальних задач тощо. Ак-
туальним напрямом досліджень також є розв’язування задач стохастичної комбінаторної оптимізації 
(див., наприклад, [1–4]).

Ця стаття присвячена огляду отриманих в останнє десятиліття результатів вітчизняних дослі-
джень задач комбінаторної оптимізації з імовірнісною невизначеністю. 

Виконання досліджень 
Досить загальний клас задач комбінаторної оптимізації в умовах невизначеності введено О. А. Пав-

ловим в [5]. Автором розглядаються задачі в такій постановці:

min������𝑘𝑘�(𝜎𝜎)
�

���
, 

де Ω – множина допустимих розв’язків, wi – числа, ki(s) – i-та числова характеристика допустимого 
розв’язку s. Вважається, що сформульована задача має ефективний алгоритм розв’язування, який 
не може бути застосований у випадку зміни структури множини Ω.

Під невизначеністю у цій постановці розуміється невизначеність значень коефіцієнтів wi: існують 
набори значень ваг ���� , 𝑖𝑖 = 1,… , ��, 𝑙𝑙 = 1,… , 𝐿𝐿 , кожен з яких може бути набором коефіцієнтів задачі на 
етапі реалізації її розв’язку. У випадку імовірнісної невизначеності задаються додатні ймовірності для 
кожного можливого набору значень ваг.

min��������𝜔𝜔��
�

���
� ���𝜎𝜎�.

�

���
                                           (1)                                                                               (1)

Ідеї, запропоновані в [5], знайшли розвиток у наступних роботах О. А. Павлова та його учнів. Так, 
робота [6] присвячена питанням знаходження експертних вагових коефіцієнтів, використання яких 
передбачено окремими критеріями компромісних рішень. На основі попередніх робіт автора та його 
учнів сформульований алгоритм, який містить ефективну процедуру визначення експертних вагових 
коефіцієнтів на основі емпіричних матриць попарних порівнянь.

У роботах [7–10] та інших застосовано запропонований у [5] підхід до формалізації та розв’язу-
вання в умовах невизначеності окремих класів оптимізаційних задач. Зокрема, у [7] представлено 
розв’язування транспортної задачі як задачі комбінаторної оптимізації в умовах невизначеності ви-
гляду (1), наведено приклади індивідуальних задач як ілюстрація ефективності вибраного підходу. 
Залежно від вибраного критерію пошук компромісного розв’язку сформульованої в роботі транспорт-
ної задачі може вимагати розв’язування однієї детермінованої транспортної задачі або застосування 
ітераційної процедури. Ще один підхід до розв’язування задачі (1), що демонструється на прикладі 
розв’язування транспортної задачі в умовах невизначеності, запропоновано у [8].
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У роботі [9] показано можливість застосування викладеної в [5] конструктивної теорії знаходження 
компромісного розв’язку до розв’язування в умовах невизначеності задач дробово-лінійного програ-
мування: наведено дві постановки задачі дробово-лінійного програмування в умовах невизначеності 
(у першій невизначеність стосується значень коефіцієнтів чисельника, у другій – значень коефіцієнтів 
знаменника), запропоновано кілька компромісних критеріїв, обґрунтовано побудову компромісного 
розв’язку для першої постановки задачі, наведено результати експериментів з вивчення залежності 
вихідних даних задачі від окремих параметрів. 

У статті [10] в умовах невизначеності розглядається двоетапна задача календарного планування 
(неоднозначність стосується векторів вагових коефіцієнтів критеріїв для кожного пристрою на друго-
му етапі задачі).

Дослідження оптимізаційних задач з комбінаторними обмеженнями, у тому числі в умовах неви-
значеності, здійснюється також у рамках такого наукового напряму, як евклідова комбінаторна опти-
мізація. У роботах засновника цього напряму Ю. Г. Стояна та численних представників цієї наукової 
школи вивчаються властивості евклідових комбінаторних множин, побудова математичних моделей 
практичних задач як евклідових задач комбінаторної оптимізації, обґрунтовуються методи розв’язу-
вання таких задач. 

Для задач з імовірнісною невизначеністю у роботах [11; 12] запропоновано підхід до постановок 
задач, який ґрунтується на введенні відношення порядку на множині випадкових величин. 

Нехай �Ω,ℱ,𝑃𝑃�  – деякий імовірнісний простір. Випадкові величини, визначені на �Ω,ℱ,𝑃𝑃� , позна-
чатимемо літерами напівжирного накреслення (a, b).

Упорядкування дискретних випадкових величин, серед можливих значень яких є найменше, у [11] 
пропонується здійснювати на основі послідовного порівняння математичних сподівань, дисперсій, 
можливих значень та відповідних імовірностей випадкових величин. У другому підході до упоряд-
кування (див., наприклад, [12]) розглядається характеристичний вектор випадкової величини, ком-
понентами якого є визначені її числові характеристики. Здійснюється розбиття заданої множини 
незалежних випадкових величин за еквівалентністю на основі рівності характеристичних векторів, 
на отриманій фактор-множині вводиться лінійний порядок відповідно до лексикографічного порядку 
характеристичних векторів представників цих класів. Послідовне порівняння числових характерис-
тик випадкових величин дозволяє краще враховувати особливості реальних ситуацій, ніж заміна ви-
падкових величин однією з їх числових характеристик.

Ґрунтуючись на розглянутих підходах до впорядкування випадкових величин, запропоновано по-
становки оптимізаційних задач, які використовують розуміння максимуму (мінімуму) у відповідності 
до зазначених відношень порядку (якщо порядок вводиться відповідно до першого підходу, то гово-
ритимемо про S-задачі, якщо відповідно до другого – H-задачі). Представлено як задачі, у яких ви-
падковими величинами є коефіцієнти цільової функції, так і такі, де випадковими величинами є ком-
поненти розв’язку.

В інших роботах цих авторів розглянуто розв’язування задач стохастичної комбінаторної оптиміза-
ції на загальній множині розміщень 
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випадкових величин дозволяє краще враховувати особливості реальних 

ситуацій, ніж заміна випадкових величин однією з їх числових 

характеристик. 

Ґрунтуючись на розглянутих підходах до впорядкування випадкових 

величин, запропоновано постановки оптимізаційних задач, які 

використовують розуміння максимуму (мінімуму) у відповідності до 

зазначених відношень порядку (якщо порядок вводиться відповідно до 

першого підходу, то говоритимемо про 𝑆𝑆-задачі, якщо відповідно до другого 

– 𝐻𝐻-задачі). Представлено як задачі, у яких випадковими величинами є 

коефіцієнти цільової функції, так і такі, де випадковими величинами є 

компоненти розв’язку.  

В інших роботах цих авторів розглянуто розв’язування задач 

стохастичної комбінаторної оптимізації на загальній множині розміщень 

𝐸𝐸��(𝐺𝐺), під якою розуміють множину всіх упорядкованих 𝑘𝑘-вибірок із 

мультимножини 𝐺𝐺 = �𝑔𝑔�,𝑔𝑔�, … ,𝑔𝑔�� вигляду �𝑔𝑔��,𝑔𝑔��, … ,𝑔𝑔���, де 𝑔𝑔�� ∈ 𝐺𝐺, 

𝑖𝑖� ≠ 𝑖𝑖� ∀𝑖𝑖� , 𝑖𝑖� ∈ 𝐽𝐽� ∀𝑗𝑗, 𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡 � (тут і далі 𝐽𝐽� позначає множину 𝑛𝑛 перших 

натуральних чисел).  
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Розв’язування лінійної безумовної H-задачі стохастичної комбінаторної оптимізації на розміщен-
нях, тобто задачі вигляду

Розв’язування лінійної безумовної 𝐻𝐻-задачі стохастичної комбінаторної 

оптимізації на розміщеннях, тобто задачі вигляду 
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 розглядається в роботі [13].  

Встановлено, що коли характеристичний вектор випадкової величини 

задовольняє умову ℎ�( 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑣𝑣𝑣𝑣) =  𝑢𝑢���ℎ(𝒂𝒂) +  𝑣𝑣���ℎ(𝒃𝒃)  ∀𝑖𝑖 𝑖  𝐽𝐽�, причому 

𝐻𝐻���(𝒈𝒈�) = 𝐻𝐻����𝒈𝒈�� ∀𝑖𝑖, 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 �,𝒈𝒈� ,𝒈𝒈� ∈ 𝐺𝐺  і з 𝑐𝑐� ≠ 𝑐𝑐� випливає 𝑐𝑐��� ≠ 𝑐𝑐��� 
∀𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 �, то 𝑟𝑟-а компонента однієї з мінімалей у розв’язку стохастичної задачі 

може бути одержана з розв’язку спеціальної детермінованої лінійної 

безумовної задачі комбінаторної оптимізації на розміщеннях. Крім того, 

показано, що мінімаль вихідної задачі може бути сформована із мінімалей у 

розв’язках 𝐻𝐻-задач  стохастичної комбінаторної оптимізації на розміщеннях 

менших вимірностей.  

У випадку, коли всі коефіцієнти цільової функції мають однаковий 

знак, мінімаль у розв’язку 𝐻𝐻-задачі може бути сформована без розв’язування 

детермінованих задач. Останні твердження покладені в основу редукційного 

методу розв’язування лінійної безумовної задачі стохастичної комбінаторної 

оптимізації на розміщеннях.  У роботах [14–17] одержано аналогічні 

результати для 𝑆𝑆-задач. 

Статті [12; 18] описують застосування алгоритму в рамках методології 

гілок і меж для розв’язування лінійних умовних задач стохастичної 

комбінаторної оптимізації на розміщеннях. Розглядаються задачі, у яких або 

коефіцієнт цільової функції, або елементи мультимножини є незалежними 

випадковими величинами з додатним значенням першої компоненти 

характеристичного вектора. 

Разом із розглянутими напрямами відзначимо також роботи, 

присвячені обґрунтуванню методів розв’язування окремих класів задач 

комбінаторної оптимізації зі стохастичною невизначеністю. 
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безумовної задачі комбінаторної оптимізації на розміщеннях. Крім того, 

показано, що мінімаль вихідної задачі може бути сформована із мінімалей у 
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 то r-та компо-
нента однієї з мінімалей у розв’язку стохастичної задачі може бути одержана з розв’язку спеціальної 
детермінованої лінійної безумовної задачі комбінаторної оптимізації на розміщеннях. Крім того, пока-
зано, що мінімаль вихідної задачі може бути сформована із мінімалей у розв’язках H-задач стохас-
тичної комбінаторної оптимізації на розміщеннях менших вимірностей.

У випадку, коли всі коефіцієнти цільової функції мають однаковий знак, мінімаль у розв’язку H-за-
дачі може бути сформована без розв’язування детермінованих задач. Останні твердження покладені 
в основу редукційного методу розв’язування лінійної безумовної задачі стохастичної комбінаторної 
оптимізації на розміщеннях. У роботах [14–17] одержано аналогічні результати для S-задач.

Статті [12; 18] описують застосування алгоритму в рамках методології гілок і меж для розв’язуван-
ня лінійних умовних задач стохастичної комбінаторної оптимізації на розміщеннях. Розглядаються 
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задачі, у яких або коефіцієнт цільової функції, або елементи мультимножини є незалежними випад-
ковими величинами з додатним значенням першої компоненти характеристичного вектора.

Разом із розглянутими напрямами відзначимо також роботи, присвячені обґрунтуванню методів 
розв’язування окремих класів задач комбінаторної оптимізації зі стохастичною невизначеністю.

Л. В. Сухомлин у [19] розглядає застосування декомпозиційного генетичного алгоритму до розв’я-
зування задачі комівояжера, у якій «відстані» між пунктами є випадковими величинами із заданими 
щільностями розподілу. Автором вводиться поняття «віддаленість одного пункту від іншого», яка 
тим більша, цим більша ймовірність того, що випадкова «відстань» між пунктами виявиться більшою 
певного порогового значення. 

Для випадку, коли випадкові величини є нормально розподіленими, описано ітераційну процедуру 
розв’язування задачі. На першому етапі відбувається кластеризація пунктів обходу з урахуванням 
імовірнісної невизначеності у відстанях між пунктами. У результаті цього етапу одержується кілька 
груп пунктів, у кожній з яких розраховується положення центру ваги. Для кожної пари суміжних клас-
терів знаходиться найменша відстань поєднання. На наступному етапі розв’язується стохастична 
задача знаходження найкоротшого маршруту між заданими пунктами у кожному кластері. Розв’я-
зання цієї задачі передбачає використання стохастичного аналогу генетичного алгоритму, для якого 
обґрунтовано критерій відбору у разі формування нової популяції. Розв’язок вихідної задачі одер-
жується з’єднанням індивідуальних маршрутів кластерів за допомогою «перемичок», знайдених на 
попередніх етапах.

У роботах [20; 21] розглядається складання плану формування поїздів як задачі комбінаторної 
оптимізації. Розробка якісного плану формування поїздів розглядається як найбільш ефективний 
шлях мінімізації добових вагоно-годин накопичення составів. План формування поїздів може бути 
поліпшений, якщо вважати параметри накопичення випадковими величинами, які набувають значень 
у певному інтервалі, у межах якого можна на них впливати. 

Урахування в такий спосіб імовірнісної невизначеності вимагає уточнення цільової функції для 
відображення можливого ризику неотримання значення для виконання плану формування поїздів, 
який виникає, якщо параметр накопичення набуває значення, які є відхиленнями у бік зменшення 
від математичного сподівання. Як кількісна міра ризику приймається добуток імовірності настання 
небажаної події на величину втрат у разі її настання.

Як небажана подія розглядається перевищення прийнятої у разі побудови плану формування 
поїздів величини параметра накопичення. Для випадку, коли параметри накопичення є нормально 
розподіленими випадковими величинами, імовірність цієї події обчислюється за формулою

𝑃𝑃 = 1− 1
2�1 + ��� �𝑐𝑐 𝑐 𝑐𝑐̿

𝜎𝜎√2 ��, 

де erf( · ) – функція похибок Лапласа, c – параметр накопичення, c – математичне сподівання вели-
чини параметра накопичення, а s2 – його дисперсія.

Величина втрат визначається як різниця між математичним сподіванням параметра накопичення 
і його значенням, помножена на вартість вагоно-годин і норму кількості вагонів у складі поїзда. Крім 
зазначених втрат, цільова функція відображає витрати з окремими операціями, що здійснюються 
у процесі формування поїздів. Розв’язування сформульованої задачі здійснюється за допомогою ге-
нетичного алгоритму.

Висновок
Урахування невизначеності вхідних даних, у тому числі ймовірнісної, у постановках оптимізацій-

них задач вимагає уточнення розуміння того, який розв’язок є допустимим, яким чином визначається 
оптимальний розв’язок. Останніми роками було запропоновано різні підходи до формалізації задач 
стохастичної комбінаторної оптимізації та обґрунтовано алгоритми розв’язування окремих класів за-
дач у таких постановках. Актуальною є розробка ефективних методів розв’язування задач стохастич-
ної комбінаторної оптимізації як у загальновідомих, так і нових постановках.
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